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1 Démontrer la forme explicite d’une suite

Exercice 1: Premier pas

On considere la suite (uy,) définie par

uyg =3
Vn € N.
Un+1 :2un—1

1. Calculer uq, usg et us.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

Up =27 4+ 1,

\ y,
Correction de ’exercice 1
1.

u=2x3-1=5  wup=2x5-1=9, wuz=2x9—1=17.

2. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « u, = 2"+ + 1 ».
Initialisation. up = 3 et 297! + 1 =2+ 1 = 3. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons qu’il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

wp = 25 41,
et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que
Ugt1 = 2k+2 4 1.
On a
Upr1 = 2up — 1 par définition de la suite
=2 (2 k1 1) -1 par hypothese de récurrence
:2k+2+2_1:2k+2+1.

Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, = 2" 4+ 1.

-
\
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Exercice 2: Une suite arithmético-géométrique

On consideére la suite (u,) définie par

ug = 5
1 Vn € N.
Uptl = ZUp +3
2
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
1 n

§ y,
Correction de 1’exercice 2

1 n
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « u, =6 — (2> ».

1 0
Initialisation. up =5 et 6 — (2) =6—1=05. Donc P(0) est vraie.

Hérédité. Supposons qu'il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

1 k
w=6-(5)

et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que

1 k+1

Upt] = —UL + 3 par définition de la suite

1

k
== (6 — (2) ) +3 par hypothese de récurrence

1 1 k 1 k+1
=3--x|(=z 3=6—|= .
37 (3) + (2)
Donc P(k + 1) est vraie.
1 n
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, = 6 — () .

2
- J

Exercice 3: Une suite a termes fractionnaires

On considere la suite (uy,) définie par

ug =1

Yntl = 1 on,

1. Calculer uq, uo et ug sous forme de fractions irréductibles.
2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

1
2n+1°

Up =
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Correction de 1’exercice 3

1.
1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 5 5
uz*z*, Ug = =T ==, U = = = = —,.
' 1+2 3 “TarZ B Tz T
1

2. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « u, = ot 1
n

Initialisation. ug =1 et Tx0T1 1. Donc P(0) est vraie.

Hérédité. Supposons qu'il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

o
G T

et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que
1
u =
k+1 2% + 3a

puisque 2(k+1)+1=2k+3.On a
U (finiti 1 .
Ukl = 7 T ou par définition de la suite
_1
= LHQ par hypothese de récurrence
1+ 557

1
s 1 2](5—1—1_ 1

= = X =S
2k+142 :
Tt 2k+1 2k+3  2k—+3

Donc P(k + 1) est vraie.
1
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, = 1
n

.
Exercice 4: Une forme explicite mixte

On considere la suite (uy,) définie par

.

U()Zl
{ Vn € N.

1. Calculer uq, uo et us.
2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

up, = 2" —n—1.
\ y,
Correction de 1’exercice 4
1.
u =2x1+0=2, Uy =2x2+1=25, u3=2x5+2=12.

2. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « u, = 2"t —n —1 ».
Initialisation. ug =1 et 2! —0—1=2—1 = 1. Donc P(0) est vraie.
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Hérédité. Supposons qu’il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire
up = 2K — g — 1,
et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que
Upyr =2FP2 —(k+ 1) —1=22_f 2
On a

Ug41 = 2up + k par définition de la suite
=% (2 ktl _ 1) + k par hypothese de récurrence
=22 ok 24+ k=2"2_f 2
Donc P(k + 1) est vraie.

Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, = 2" —n — 1.
Vérification :up =23 —2—-1=5v,uz3=2*-3-1=12 v

-~
&

2 Majorations et minorations

Exercice 5: Une majoration

On considere la suite (uy,) définie par

UOZO
Vn € N.

1
Un+1 = iun +3

1. Calculer u; et us.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

0<u, <6.
\ y,

Correction de 1’exercice 5

1.

1 1 9
Ul 2>< + 5 u9 2X + B s

2. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « 0 < u, <6 ».
Initialisation. ug = 0 et 0 < 0 < 6. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons qu’il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

0 S Uk S 67
et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que

0§Uk+1 §6

1 1
Comme 3 > (0, on peut multiplier I’encadrement de I'hypothése de récurrence par 3
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sans en changer le sens, puis ajouter 3 a chaque membre :

1 1
0§§Uk§3 puis 3§§uk+3§6.
——
=Uk+1

Or 0 < 3, donc par transitivité 0 < ugy1 < 6. Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, 0 < u,, < 6.

En particulier, la suite (u,) est majorée par 6 et minorée par 0.
\ J

Exercice 6: Une minoration par une suite géométrique

On considere la suite (uy,) définie par

U()Zl
Vn € N.
Upt+1 = SUp + N

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

Uy > 3™
\ Y,

Correction de 1’exercice 6

Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « u, > 3™ ».
Initialisation. ug = 1 et 3° = 1. Comme 1 > 1, P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons qu'il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

Uk 2 3k7

et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que

Ukt1 > 3 k+1 )

Comme 3 > 0, on peut multiplier 'hypothése de récurrence par 3 sans en changer le sens,
puis ajouter k aux deux membres :

Upyr = 3up + k>3 x 3%+ k=351 1k

Or k > 0, donc 3%t 4 k& > 3%+1, Par transitivité,

Upt1 > 3k+1.

Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, > 3™.

\.

-

Exercice 7: Une inégalité a partir d’un certain rang

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 4,

2" > n?.
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Correction de 1’exercice 7

Pour tout entier n > 4, notons P(n) la propriété : « 2™ > n? ».
Initialisation. Pour n =4 : 2* = 16 et 42 = 16. Comme 16 > 16, P(4) est vraie.
Hérédité. Supposons qu'il existe un rang k > 4 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

2k > 12,
et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que
2+l > (k4 1)2,
Comme 2 > 0, on peut multiplier I’hypothese de récurrence par 2 sans en changer le sens :
2kt =2 x 2% > 22,
Il reste & comparer 2k? et (k + 1)2. On calcule la différence :
2k — (k+ 102 =2k — K2 —2k—1=FK2—2k—1=(k—1)°-2.

Or k >4, donc (k —1)2 > 9 > 2 : la différence est strictement positive, d’ott 2k% > (k + 1)2.
Par transitivité,
2k > (k4 1)

Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier n > 4, 2™ > n?.

Remarque : Pourquoi commencer a n =47

L’inégalité est vraie pour n =0 (1>0),n=1 (2> 1) et n =2 (4 > 4), mais fausse
pour n = 3 : 23 = 8 alors que 32 = 9. On ne peut donc pas démarrer la récurrence au
rang 0 : ’hérédité serait mise en défaut au passage de 2 a 3.

- J

Exercice 8: Un encadrement

On consideére la suite (u,) définie par

uO:1
{ Vn € N.

1. Calculer la valeur exacte de uq, puis une valeur approchée de up & 1072 pres.
2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

1 <u, <4.
g Y,

Correction de 1’exercice 8
1. ug = /3 X 1+ 4 =+/7, puis us = \/3vV7 + 4 ~ 3,46.

2. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « 1 < u, <4 ».
Initialisation. ug = 1 et 1 <1 < 4. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons qu’il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire
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et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que
1 <wugyr <4
On multiplie ’encadrement par 3 > 0, puis on ajoute 4 a chaque membre :
3 < 3u <12 puis 7 < 3up +4 <16.
La fonction racine carrée étant croissante sur [0; oo [, elle conserve l'ordre :

V7 <Bu, +4<V16 = 4.
N————

=Uk+1

Or /7 > /1 = 1, donc par transitivité 1 < uj,; < 4. Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, 1 < u,, < 4.

3 Utiliser la croissance d’une fonction

Exercice 9: Une suite homographique

On considere la suite (uy,) définie par up = 0 et, pour tout n € N,

4uy, + 3

U = —.
n+1 Uy + 2
1. Montrer que la fonction f définie pour tout « € [0;+o0 [ par

_4a:+3
o +2

f(x)

est strictement croissante sur [0 ;400 |.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

Ogungun—&-lég-

3. Que peut-on en déduire sur la suite (u,) ?
N J

Correction de 1’exercice 9

1. La fonction f est une fonction rationnelle, dérivable sur [0; 400 [ car  + 2 # 0 sur
cet intervalle. En posant u(xz) =4x + 3 et v(xz) =2+ 2, on a uv/(z) =4 et v'(z) =1,
done, pour tout = € [0;+00],

u'v—uv  Ax+2)—4r+3)x1 dr+8—4r—3 5

vz (z + 2)2 N (x + 2)2 T (z+2)?

Pour tout « € [0;+00[, (z+2)2 > 0et 5 > 0, donc f'(x) > 0 : la fonction f est
strictement croissante sur [0;+o0 .

fl(a) =

2. On remarque d’abord que, pour tout entier naturel n, w,+1 = f(uy).
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « 0 < u, <ty < 3 ».
Initialisation. ug = 0 et

4x0+3 3
_2XUTY 0 g
=793y T2~ "
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On a bien 0 < 0 < 1,5 < 3, donc P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons qu'il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

0<up < upy1 <3,
et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que
0 < U1 < ugq2 < 3.

La fonction f étant croissante sur [0; o0 [, elle conserve l'ordre :
F(0) < fup) < flupsr) < f(3).
, f(B) = — =3, f(ur) = ug+1 et f(ugs1) = ugr2. On obtient donc
3
3 < ugg1 < uggo <3,
3 .. .
et comme 0 < 5’ il vient 0 < ug41 < ugy2 < 3. Donc P(k + 1) est vraie.

Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, 0 < up, < upqq < 3.

3. De uy, < up41 pour tout n, on déduit que la suite (u,) est croissante; de u, < 3,

qu’elle est majorée par 3.
\ J

Exercice 10: Une suite définie par une racine carrée

On considere la suite (uy,) définie par up = 0 et, pour tout n € N,

Unt+1 = V2Up + 3.

1. Montrer que la fonction f définie pour tout x € [0;+4o00[ par f(z) = /22 + 3 est
strictement croissante sur [0 ;400 [.

2. Calculer f(0) et f(3).
3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

0 <up <upyr < 3.
g J

Correction de 1’exercice 10

1. Pour tout z € [0;400[, on a 2z +3 > 3 > 0 : la fonction f est dérivable sur cet
intervalle et

2 1
C2V22+3 V22 +3
Comme 2z +3 >0, on a f'(x) > 0 : la fonction f est strictement croissante sur
[0;400].
2. f(0)=+v3Bet f(38)=v9=3.

3. On remarque d’abord que, pour tout entier naturel n, up+1 = f(uy).

f'(x)

Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « 0 < u, <ty < 3 ».
Initialisation. ug = 0 et u; = /3 ~ 1,73. On a bien 0 < 0 < /3 < 3, donc P(0) est
vraie.
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Hérédité. Supposons qu’il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire
0 <wup <ugyr <3,

et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que

0 < up41 < upq2 < 3.
La fonction f étant croissante sur [0; o0 [, elle conserve l'ordre :

f(0) < fup) < flupsr) < f(3),

c’est-a-dire, d’apres la question 2. et puisque f(ux) = ugs1 et f(ukr1) = ugso,

V3 < gy < uppo < 3.

Comme 0 < /3, il vient 0 < Up+1 < ups2 < 3. Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, 0 < up < upqq < 3.

La suite (uy,) est donc croissante et majorée par 3.
\ J

Exercice 11: Une suite décroissante

On consideére la suite (u,) définie par ug = 6 et, pour tout n € N,

6u,
Up + 2

Un+1 =

1. Montrer que la fonction f définie pour tout x € [0;+o0o [ par

6x
T+ 2

fz) =

est strictement croissante sur [0;+oo [.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
4 <upy1 <uy <6

3. Que peut-on en déduire sur la suite (uy,) ?
- J

Correction de ’exercice 11

1. La fonction f est dérivable sur [0;+4o00[ car x + 2 # 0 sur cet intervalle. En posant
u(z) =6z et v(x) =x+2,on au'(x) =6 et v'(x) =1, donc, pour tout = € [0;+o0|,

6(x+2)—6xx1 12
(x +2)? (x4 2)?

£a) =

Pour tout = € [0; 400, (z +2)? > 0 et 12 > 0, donc f'(z) > 0 : la fonction f est
strictement croissante sur [0;+oo|[.

2. On remarque d’abord que, pour tout entier naturel n, w,+1 = f(up).
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété : « 4 < upi11 < up < 6 ».

Initialisation. ug = 6 et
6x6 36 A5
Ul = = — = .
'"“"6+2 8
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On a bien 4 < 4,5 <6 < 6, donc P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons qu'il existe un rang k > 0 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

4 <ugp1 <up <6,
et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que
4 < upyo <ugyr <6.

La fonction f étant croissante sur [0; o0 [, elle conserve l'ordre :

f(4) < fuprr) < flur) < £(6).

24 36
Or f(4) = i 4, f(6) = 5= 4.5, f(ugs+1) = ugr2 et f(ug) = uky1. On obtient
donc

4 < upyo < upgr <45,

et comme 4,5 < 6, il vient 4 < ugio < ugy1 < 6. Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, 4 < upy1 < uy < 6.

3. De up+1 < uy, pour tout n, on déduit que la suite (u,,) est décroissante; de wu,, > 4,
qu’elle est minorée par 4.

Remarque : Attention : f croissante, suite décroissante

Il ne faut pas confondre le sens de variation de la fonction f et celui de la suite
(up). Ici f est croissante, et c’est précisément ce qui fait fonctionner I’hérédité : une
fonction croissante conserve l'ordre, donc de ug11 < uy on déduit f(ugs1) < f(uk),
c’est-a-dire ugyo < ugyq. Clest linitialisation, ici w3 < wug, qui décide du sens de
variation de la suite : avec ug = 2 on aurait obtenu u; = 3 > ug et la suite aurait été
croissante.

Si la fonction f était décroissante, elle inverserait 'ordre a chaque étape et ce
raisonnement ne marcherait plus : de ug4+1 < ug on tirerait ugyo > ugy1. La suite est
alors « en zigzag » et on étudie séparément les suites (ugy,) et (ugn+1), en travaillant
avec f o f, qui est croissante. Ce n’est pas au programme de terminale.

\ J
Remarque : Comment trouver ’encadrement a démontrer ?

Les bornes 4 et 6 ne sortent pas de nulle part : 6 est le premier terme, et 4 est la
solution non nulle de 1’équation f(x) = x, c’est-a-dire la limite éventuelle de la suite.
Calculer quelques termes a la calculatrice permet d’anticiper le sens de variation
avant de se lancer dans la récurrence.

4 Pour aller plus loin

Exercice 12: Deux sommes classiques

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 1,

1)(2n + 1
LI B SISO S G s )6( )
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2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 1,

LN SRS SR
I1x2 2x3 nn+1) n+1
. J

Correction de 1’exercice 12

nn+1)2n+1) N

1. Pour tout entier n > 1, notons P(n) la propriété : « 12+4--.+n? =

1x2x3
Initialisation. Pour n = 1 : le membre de gauche vaut 1 et % = 1. Donc P(1)

est vraie.

Hérédité. Supposons qu’il existe un rang k > 1 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire

k(k + 1)(2k + 1)

12 4 ... 4+ k2 = ,
+o G

et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que

P24+ k+1)?= (k+1)(k22)(2k+3).

On a

k(k +1)(2k + 1)
6

124+ k2 +(k+1)72= + (k+1)?

hypothese de récurrence
(k+1) [k(2k + 1) + 6(k +1)]
6
(k+1) (2K + 7k +6)  (k+1)(k+2)(2k + 3)

6 B 6 ’

la derniére égalité venant de (k + 2)(2k +3) = 2k? + 3k + 4k + 6 = 2k? + 7k + 6. Donc
P(k+ 1) est vraie.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, 124 .. 4+ n? =
n(n+1)(2n+1)

6
1 n
2. Pour tout enti > 1, not 1 iété @ ¢ = ».
our tout entier n > 1, notons P(n) la propriété : « T 2—|— +n(n+1) ] )
1 1 1
Initialisation. Pour n =1 : le membre de gauche vaut 3 et Tr1- 2 Donc P(1)

est vraie.
Hérédité. Supposons qu’il existe un rang k > 1 tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire
1 1 k

ix2 U tREED T RrU

et montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire que

1 1 1 E+1

<2 TR ) T )G k2
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On a
1x2 kk+1)  (k+1D(k+2) k+1  (k+1)(k+2)
hypothése de récurrence
k(k+2)+1
C(k+1)(k+2)
+2k+1  (k+1)?  k+1

Ck+D)k+2) (k+D(k+2) k42

Donc P(k + 1) est vraie.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, T2 4+ 4
1 _n
nn+1) n+1
N J

Exercice 13: Récurrence et hérédité : un contre-exemple

Pour tout entier naturel n, on considere la propriété P(n) : « 3™ > 4n + 5 ».
1. Démontrer que la propriété P est héréditaire a partir du rang 1, c’est-a-dire que pour
tout entier k > 1, si P(k) est vraie alors P(k + 1) est vraie.
2. La propriété P(1) est-elle vraie ? Et P(2)?
3. Déterminer le plus petit entier ng a partir duquel on peut conclure que P(n) est vraie

pour tout n > ng, et rédiger la conclusion.
\ J

Correction de 1’exercice 13

1. Soit k£ > 1 un entier tel que P (k) soit vraie, c’est-a-dire

3% >4k + 5.

Montrons que P(k -+ 1) est vraie, c’est-a-dire que 3¥+1 > 4(k + 1) + 5 = 4k + 9.
Comme 3 > 0, on peut multiplier 'hypothése par 3 sans en changer le sens :

3kl =3 x 3% > 3(4k 4+ 5) = 12k + 15.

Or
(12k4+15) — (4k+9) =8k +6 >0 car k>1,

donc 12k 4 15 > 4k + 9. Par transitivité, 351 > 4k + 9 : P(k + 1) est vraie.
La propriété est donc bien héréditaire a partir du rang 1.
2. Pourn=1:3"=3¢et4x1+5=09. Comme 3 <9, P(1) est fausse.
Pour n=2:32=9et 4 x2+5=13. Comme 9 < 13, P(2) est fausse.
3. Pourn=3:3%=27et 4x3+5=17. Comme 27 > 17, P(3) est vraie : on prend
ng = 3.
Conclusion. P(3) est vraie (initialisation) et P est héréditaire a partir du rang 1,

donc en particulier a partir du rang 3. D’apres le principe de récurrence, pour tout
entier n > 3, 3™ > 4n + 5.
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Remarque : Ce qu’il faut retenir

L’hérédité seule ne démontre rien : ici la propriété est héréditaire des le rang 1, et
pourtant elle est fausse aux rangs 1 et 2. L’initialisation est ce qui « amorce » la
chaine : sans elle, la récurrence ne prouve rien du tout.
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