Supposons qu'il existe un entier k tel que 2 est divisible par 3.
2k = 2kx 2 = 3px 2, ol p est un entier (d'aprés I'nypothése de récurrence).
= Gp
Donc 2¢*1 est divisible par 3. L'hérédité est vérifiée et pourtant la propriété n'est
jamais vraie.

g
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Il. Limite finie ou infinie d'une suite
20
1) Limite infinie
15| e
Exemple :
La suite (u,) définie sur N par u,, = n? a pour limite +oo. dihaan
En effet, les termes de la suite deviennent aussi grands que I'on e
souhaite & partir d'un certain rang. 51--
Si on prend un réel a quelconque, l'intervalle ]a ; +oo[ contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang. _O'S—T)

Définitions : - On dit que la suite (#,) admet pour limite +co si tout intervalle Ja ; +oo],
a réel, contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note :

lim wu, = +oo.
n—-+oo

- On dit que la suite (u,) admet pour limite —oo si tout intervalle |—oo ; b, b réel,
contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note :

lim u, = —oo.
n—+oo n
Algorithme permettant de déterminer un rang a Langage naturel

partir duquel une suite croissante de limite infinie Définir fonction seuil(A)
est supérieure a un nombre réel A :

n«>0
On considére la suite (u,) définie par u, = 2 et U2
pour tout entier n, u, ., = 4u,.

. . . Tantque u <A
Cette suite est croissante et admet pour limite +co.

n—n+1
. . 0 Ia . u - 4u
Voici un algorithme écrit en langage naturel : Fin Tant que

Afficher n
En appliquant cet algorithme avec A = 100, on obtient en sortie n = 3.
A partir du terme u;, les termes de la suite dépassent 100.

En langage calculatrice et Python, cela donne :




TI CASIO Python
PROGRAM: SELIL ======5SE|IIL def seuil(a):
' THPU "A="7+A n=0
PN B+He
2 2l 23 e u=2
tbhile LA lhile U<A4 while u<a:
HS sl Gl ]+ ok
: End WhileEnds u=4*u
t0isF M H return(n)
2) Limite finie

1
Exemple : La suite (u,) définie sur N* paru, =1+ 0z a pour limite 1.

En effet, les termes de la suite se resserrent autour de 1 a partir d'un certain rang.
Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 1, tous les termes de la suite
appartiennent a cet intervalle a partir d'un certain rang.

H
L
L
L]
L]
L]
L]
L ]

Définition : On dit que la suite (u,) admet pour limite L si tout intervalle ouvert
contenant L contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note :

lim u, =L.
n—+oo

Une telle suite est dite convergente.

Définition : Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.

Remarque :
Une suite qui est divergente n'admet pas nécessairement de limite infinie.

Par exemple, la suite de terme générale (—1)™ prend alternativement les valeurs —1
et 1. Elle n'admet donc pas de limite finie, ni infinie. Elle est donc divergente.

3) Limites des suites usuelles

Propriétés :

- lim n =40, lim n? = 4o, lim Vn = +oo.
n-+o ) n—+oo ) n—-+oo L

- lim ==0, Ilim ==0, lim ==0.
n—o+ocon n—+oo N2 n—>+00\/ﬁ

Démonstration de : lim == 0

n-+oon

Soit un intervalle quelconque ouvert |—a ; a[, a réel positif non nul, contenant 0.

1 1 1
Pourtoutn,telque:n>;, ona:0<;<aetdonc;e]—a;a[
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Ainsi, a partir d'un certain rang, tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle
]-a;a[etdonc lim == 0.

n-+oon

[1l. Opérations sur les limites

1) Limite d'une somme

n-+oo
lim v, = L' +o0 —00 +o0 —00 —00
n—-+oo
nLiTm U, +v, = L+L' +00 —o0 +00 —0 F.l.*

* Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.

Exemple : lim n?+n =7

n—-+oo
lim n?2 =+ et lim n = +oo.
n—+oo n—+oo
D'apres la régle sur la limite d'une somme : lim n? +n =+

n—-+o

2) Limite d'un produit

o désigne +o ou —oo

lim u, =

it Un L L 00 0
lim v, = '

e Un L o0 0 (o)
lim uw,v, = '

ot nVn LL 00 %) F.l

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +c0 ou —oo.

Exemple : lim (% + 1) (n?+3)=7?

n—-+oo

.1 . 1 _ . 2 _ . 2 _
im, 7= 0 donc lim (7 4+1) =1 et lim n® = +oodonc lim (" +3) = oo
1

s . e o ) _
D'apres la régle sur la limite d’un produit : nlirfloo (\/ﬁ + 1) (n*+3) =+

3) Limite d'un quotient

oo désigne +co ou —co

dim w, = | Lzo0| L o | o 0

Jim v, = e 0 | 0 | L | o | O
. Un L

lim —= | =

L v X 0 0 o | F.I | F.l

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +c ou —co.




Exemple : lim ——=7

n—-+oco —N4-=3
lim n? = 4o donc lim —n2 = —w etdonc lim —n2—3 = —oo
n-+oo n—+oo n-+o

D'apres la régle sur la limite d'un quotient : lim =0

n-o400 —N2-3

Remarque :

Tous ces résultats sont intuitifs. On retrouve par exemple, un principe sur les
opérations de limite semblable a la régle des signes établie sur les nombres relatifs.
Il est important cependant de reconnaitre les formes indéterminées pour lesquelles il
faudra utiliser des calculs algébriques afin de lever l'indétermination ou utiliser
d'autres propriétés sur les calculs de limites.

Les quatre formes indéterminées sont, par abus d'écriture :

(00)
Hm — wll, "0 X w", "_H et "9"
oo 0

Méthode : Lever une indétermination

Déterminer les limites suivantes :

a) lim n?-5n+1 b) lim n—3vn c) lim Sni+d
n—t+oo n—>+co n—+o0 4n%+3n
. 3n24n .
d) lim S e) lim Vn+2—vn
a)s lim n?=+wet lim -5n1+1= -
n—-+oo n—-+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — co".

* Levons l'indétermination en factorisant par le monéme de plus haut degré :

5n 1 5 1
n2—5n+1=n2<1——+—)=n2<1__+_)
n2 n2 n

5 5 1
*Or lim —=0et lim iz =0donc lim 1——+— =1 par limite d'une somme.
n->+oco N n—-»+oc N n—+oo n n

Et lim n? = +o donc lim n? (1 —%+%) = +oo par limite d’un produit.

n—-+oo n—-+oo

Soit: lim n? —5n+ 1 = +oo.

n—-+oo



b)s lim n=+wet lim 3vn = +oo

n—-+o n—-+oo
[l s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — co".

* Levons l'indétermination :

n—3\/ﬁ=n<1—¥)=n<1—3(\/ﬁ)2)=n<1—i>

nvn

= 1 donc par limite d'un produit :

3
. i = t im 1——
Or ngrfmn 40 € n_l)IIloo n

_ 3
nllrpwn(l _\/_ﬁ> = 400

Soit: lim n—3vn = +o
n—-+oo

c)* lim 5n?2 +4 =4 et lim 4n? +3n =+

n-+oo n—-+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type g

* Levons l'indétermination en factorisant le numérateur et le dénominateur par le
mondme de plus haut degré :

4
5n°+4 n? S5t S5+

n2

_ = —X =
4n’ +3n  n? 4_|_3_’21 443
n n

4 4
*Or lim —=0donc lim 5+ — =5 par limite d'une somme.
n-+oc N n—+oo n

3
On prouve de méme que : lim 4 + — = 4.

n—+oo n
54—
Donc, par limite d'un quotient : lim n2 _>
’ p q ’ n—+oo 4+i - 4
n
5n2+4 5

Et donc: nl—l)r-lpoo anZian — &

d)s lim 3n2+n=+wet lim n+3 =+

n—-+o n—-+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type %

* Levons l'indétermination en factorisant le numérateur et le dénominateur par le
monéme de plus haut degré :



n

3n”+n n? 3+ 3+-—
=—X 3=TlX

n+3 noo14= 142
n

1 1
*Or lim —=0donc lim 3+ —= 3 par limite d'une somme.
n-+c N n—+oo n

3
On prouve de méme que : lim 1+ o= 1.

n—-+oo
1
3+=

Donc, par limite d'un quotient : lim n = 3.
n—-+oo 1+_
n

34—

Etdonc lim n x —% = +oo par limite d’un produit.
n—-+oco 1+_
Soit lim 341 = 4o
n-+oo n+3

e)* lim Vvn+2 =+ et llm\/_ +o00

n—+oo
Il s'agit d'une forme indéterminée du type "co — co".

* Levons l'indétermination par la méthode de I'expression conjuguée :

(Vn+2—-vn)(Vn+2++n)
Vn+2++n

_(nF2)’ - ()’
T Vn+2+n
_ n+2—n
_\/n+2+\/ﬁ

2
T Vnt2+vn

» Or par limite d'une somme lim Vn +2 ++vn = +o

n—-+oo

VT2 - =

Etdonc: lim = 0 par limite d’un quotient.

n—+o0 J—+\/_
Soit : lirP Vn+2—-v/n=0.
n-+oo



LEQ QUITES (Chapitre 2/2)

|. Limites et comparaison

1) Théorémes de comparaison

Théoréme 1 :

Soit (ux) et (vn) deux suites définies sur N.

Si, a partir d'un certain rang, u, < v, et 1ir£1 u, = +oo alors lim v, = +oo.
Nn—+ 00

n—+oo

Par abus de langage, on pourrait dire que la suite (1,) pousse la suite (v,) vers +o a
partir d'un certain rang.

12 °
.un .Vn e
10 °
°
8] e
o ©
6_
° e ©
e °
°
ﬂ' ° o oo o % o
°
] ° ° o ©
2l e
°
e
0
0 2 4 6 8 10 12 14

Démonstration au programme :

Soit un nombre réel a.
- lim u, = 4+, donc l'intervalle Ja ; +oo[ contient tous les termes de la suite a partir

n—+oo
d'un certain rang que I'on note ns.
On a donc pour toutn > ny, a < u,,.
- A partir d'un certain rang, que l'on note n,, on a u,, < v,.
- Ainsi pour toutn > max (n; ; n,),ona:a<u, <v,
On en déduit que l'intervalle ]a ; +oo[ contient tous les termes de la suite (v,) a partir
du rang max (n; ; n,).
Etdonc lim v, = +oo.

n—-+oo

Théoréme 2 :
Soit (u,) et (v4) deux suites définies sur N.
Si, a partir d'un certain rang, u, > v, et lim u,, = —o alors lim v, = —oo.

n—-+oo n—-+oo




Méthode : Déterminer une limite par comparaison

Déterminer la limite suivante : lirp n?+ (—1)"
n—-+oo

(-1)">—-1doncn?+(-1)">n?2-1

Or lim n? — 1 = 400 donc par comparaison 1irp n? + (—=1)" = +oo.
n—--+oo

n—-+oo

2) Théoréme d'encadrement

Théoréme des gendarmes :

Soit (un), (vn) et (wn) trois suites définies sur N.

Si, a partir d'un certain rang, u, < v, < w, et lir+n u, = lim w, =L alors
n—-+oo

n—-+oo

lim v, =L.
n—+oo

Par abus de langage, on pourrait dire que les suites (u,) et (wy) (les gendarmes) se
resserrent autour de la suite (v;) a partir d'un certain rang pour la faire converger
vers la méme limite.

Ce théoréme est également appelé le théoréme du sandwich.

uﬂ n
10— ®@ 0 @0
SO
(¢}
6
b [¢]
L (-]
(-] [}
Q 5} e
o e o e =)
4 e © © ° o o 0o o 3 3 8
e © © e o
> o ® °
2 [ J
- . °
[} [} [ ]
0 T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14

Démonstration :

Soit un intervalle ouvert | contenant L.
- lim u, =L, donc l'intervalle | contient tous les termes de la suite a partir d'un

n-+oo

certain rang que I'on note n1.




- lim w, = L, donc l'intervalle | contient tous les termes de la suite a partir d'un

n—-+oo

certain rang que I'on note no.

- A partir d'un certain rang, que l'on note n3, on a u,, < v, < w,,.

- Ainsi pour tout n > max (n; ; n, ; n3), l'intervalle | contient tous les termes de la
suite (V).

Etdonc lim v, = L.

n—-+co

Méthode : Déterminer une limite par encadrement

r . . . . . Sinn

Déterminer la limite suivante : lim 1 +

n—-+oo n
. 1 sinn _1

Ona:—-1<sinn<1,donc:—=< <=

n n n
. 1 . 1 . \ . s . sinn
Or: lim —== lim = = 0 donc d'aprés le théoréme des gendarmes lim =0
n—-+oo n n-+oo N n—-+oo
) sinn
Etdonc lim 1+ =1
n—-+oo n

[l. Suites majorées, minorées, bornées

1) Définitions :

Définitions : - La suite (u») est majorée s'il existe un réel M tel que pour tout entier
neN,u, <M.

- La suite (u») est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier n e N, u,, > m.
- La suite (ux) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemples :
- Les suites de terme général cosn ou (—1)™ sont bornées car minorées par —1 et

majorées par 1.
- La suite de terme général n? est minorée par 0.

Méthode : Démontrer qu'une suite est majorée ou minorée

1
On considére la suite (1) définie pour tout entier naturel n par u,,, = 3 Un + 2 et

u, = 2. Démontrer par récurrence que la suite (u,) est majorée par 3.




¢ |Initialisation :
uo = 2 < 3
La propriété est donc vraie pour n = 0.

e Hérédité :
- Hypothése de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : u;, < 3.

- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k+1 : u;,, < 3.

1 1 1 1
Ona:uk<3donc§uk<§><Betdonc§uk+2<§><3 +2=3.

Soit : uy, <3

e Conclusion:
La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit : u,, < 3.

2) Convergence des suites monotones

Propriété : Soit (u,) une suite croissante définie sur N.
Si lim u, = L alors la suite (u,) est majorée par L.

n—+oo

Démonstration par I'absurde :
Démontrons par I'absurde en supposant le contraire, soit : « Il existe un rang p, tel
que u, > L.»

- L'intervalle ouvert |L — 1; u,[ contient L.
Or, par hypothése, lirP u, = L. Donc l'intervalle ]L -1; up[ contient tous les termes
n—-+oco

de la suite (u,) a partir d'un certain rang (1).

- Comme (u») est croissante : u, = u, pourn > p.

Doncsin >p, alors u, & |L —1; u,| (2).

(1) et (2) sont contradictoires, on en déduit qu'il n'existe pas p € N, tel que u,, > L.
Et donc la suite (u») est majorée par L.

Théoréme de convergence monotone :
- Si une suite croissante est majorée alors elle est convergente.
- Si une suite décroissante est minorée alors elle est convergente.

- Admis -

Remarque :
Ce théoréme permet de s'assurer de la convergence mais ne donne pas la limite.

Dans I'exemple ci-dessous, la suite décroissante est minorée par 2. Cela prouve que
la limite de la suite est supérieure a 2 mais n'est pas nécessairement égale a 2.




m

Méthode : Utiliser le théoréme de convergence monotone

1
On considére la suite (1) définie pour tout entier naturel n par u,,, = 3 Un + 2 et

uO == 2
Démontrer que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.

- On a démontré dans le chapitre « LES SUITES (Partie 1) Paragraphe I. » que la
suite (u,) est croissante.
On a démontré dans la méthode précédente que la suite (u,) est majorée par 3.

D'apres le théoréme de convergence monotone, on en déduit que la suite (u,) est
convergente.
-Onpose: lim u,,; = lim u, =L.
n—->+oo n—->+oo
1
Oru,,, = 3 Un + 2, donc HT Upsr = lirp 1 U, +2= %L + 2 par produit et somme
n-+oo n-+oo
de limites.
Une limite étant unique, on en déduit que L = %L + 2, soit L = 3.

La suite (u») converge donc vers 3.

Corollaire :
1) Si une suite croissante est non majorée alors elle tend vers +oo.
2) Si une suite décroissante est non minorée alors elle tend vers —oo.

Démonstration (du 1) au programme :

Soit un réel a.
Comme (u») n'est pas majorée, il existe un entier p tel que u, > a.
La suite (ux) est croissante donc pour toutn > p,ona: u, = u,.




Donc pour toutn > p,ona: u, > a.

Et donc a partir d'un certain rang p, tous les termes de la suite appartiennent a
l'intervalle ]a ; +ool.

On en déduit que lirp U, =+ oo.

n—->+oo

[1l. Comportement a l'infini d'une suite géométrique

1) Rappel

Définition : Une suite (u.) est une suite géométrique s'il existe un nombre ¢ tel que
pour tout entier n,on a: u,,1 = q X u,.
Le nombre ¢ est appelé la raison de la suite.

Exemple : La suite (u,) définie par u,,; = —3u,, etu, =5 est une suite géométrique
de raison —3 et de premier terme 5.

Propriété : (u.) est une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme w,.
Pour tout entier naturel n, on a : u, = uy X q™.

Exemple : Pour la suite précédente, on a, pour toutn : u, = 5 x (—3)".

2) Limites
q qgs-1 -1<g<1 g=1 qg>1
7111_1}30 q" Pas de limite 0 1 40

Démonstration au programme dans le cas g > 1:

Prérequis : Pour tout entier naturel n, on a: (1 + a)™ = 1 + na (inégalité de
Bernoulli), démontrée dans le chapitre « LES SUITES (Partie 1) Paragraphe I. ».

On suppose que g > 1, alors on peut poser g = a + 1 avec a > 0.
q" = (1 +a)" =1+ na, daprés l'inégalité de Bernoulli.
Or lim 1+ na = +o cara > 0.

n—oo

Donc d’aprés le théoréme de comparaison : lim g™ = +oo.

n—-oo

Exemple :
La suite de terme général —5 x 4™ a pour limite —oo car lim 4" = +oo.

n—-oo

Méthode : Etudier un phénoméne modélisable par une suite



Un investisseur dépose 5000 € sur un compte rémunéré a 3 % par an. Chaque
année suivante, il dépose 300 € de plus sur ce compte.

On note (ux) la somme épargnée a l'année n.

On aalors : u,,; = 1,03u, + 300 et u, = 5000.

1) Calculer u; et u,.

2) Prouver que la suite (v,) définie pour tout entier n par v,, = u,, + 10000 est
géométrique et donner sa raison et son premier terme.

3) Exprimer v, en fonction de n.

4) En déduire u, en fonction de n. Puis calculer u,,.

5) Etudier les variations de (ux).

1) u, = 1,03y, + 300 = 5450
u, = 1,03u, + 300 = 5913,5

2) Vpyq = Upyq + 10000
= 1,03u, + 300 + 10000
= 1,03u, + 10300
= 1,03(v, — 10000) + 10300, car v, = u, + 10000
= 1,03y, — 10300 + 10300
=1,03v,

Donc (vx) est une suite géométrique de raison 1,03 et de premier terme
vy = Uy + 10000 = 5000 + 10000 = 15000.

3) Pour tout n, v, = 15000 x 1,03™.

4) Pour tout 1, u, = v, — 10000 = 15000 x 1,03™ — 10000
On a alors : u;, = 15000 x 1,031° — 10000 ~ 10158,75

5) Pour tout n,
Upsq — Uy = 15000 x 1,031 — 10000 — (15000 x 1,03™ — 10000)

= 15000 x (1,03"*1 — 1,03™)
= 15000 x 1,03" x (1,03 — 1)
=450%x1,03">0

Donc la suite (1) est strictement croissante.

3) Somme des termes d’une suite géométrique

Propriété : n est un entier naturel non nul et g un réel différent de 1 alors on a :
+1
— qn

1+q+q2+-~+q"=ﬁ




Méthode : Utiliser la limite d'une suite géométrique

Déterminer les limites suivantes :

3

a) lim =2)" b) lim 2™ —3" c) lim 1+ 1 + (l)z + (1)

n—+oo 3 n—-+o n-+oo 2 2 2

a) (—2)™ est une suite géométrique de raison —2 strictement inférieure a —1.

Donc (—2)™ ne posséde pas de limite.

N G I
Et donc hrp 3N existe pas.
n—->+oco

b)e+ lim 2" = oo et lim 3" = +oo

n—-+oo n—-+oo
[l s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — co".

» Levons l'indétermination :

= I (C)

2\ 2\" R .2
*Or lim (—) =0, car (—) est une suite géométrique de raison — avec
n-o+oo \3 3 3

2
-1<-<1
3

2 n
Donc : lim (E) -1=-1.

n—+oo
Or lim 3™ = +oo car 3™ est une suite géométrique de raison 3 strictement

n—-+oo

supérieure a 1.

Donc par limite d'un produit : lim 3" ((g)n — 1) = —o0

n—-+oo

Soit: lim 2" — 3" = —oo.

n—-+o

. , e . 1
c) On reconnait les n premiers termes d'une suite géométrique de raison > et de
premier terme 1. Donc :

1
+ --+<

n



n+1 1
Or lir_'l_l (?) = 0, comme limite d’'une suite géométrique de raison > avec
n-+oo

1
-1<=-<1.

2

) ) 1 n+1 _
Donc : nl—l>r11w1 — (7) =1.

N| =

N——

=~

+

=

——
I
N

Et donc: lim 2(1 —(

n—-+oo

Soit : lim 1+1+(1)2+(1) +---+(1) =2.

n—-+oo 2 2



