LIMITES DES FONCTIONS
(Chapitre 1/2)

|. Limite d'une fonction a l'infini

1) Limite finie a l'infini

Intuitivement :
On dit que la fonction f admet pour limite L en +oo si f(x) est aussi proche de L que
I'on veut pourvu que x soit suffisamment grand.

Exemple :
1
La fonction définie par f(x) = 2 + > a pour limite 2 lorsque x tend vers +o.

En effet, les valeurs de la fonction se resserrent autour de 2 dés que x est
suffisamment grand. La distance MN tend vers 0.

Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 2, toutes les valeurs de la
fonction appartiennent a cet intervalle dés que x est suffisamment grand.

@
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Définition :
On dit que la fonction f admet pour limite L en +oo si tout intervalle ouvert contenant
L contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment grand et on note :

lirll f(x) = L.

Définitions : - La droite d'équation y = L est asymptote horizontale a la courbe
représentative de la fonction f'en +oo si lirP f(x) = L.
X—+00

- La droite d'équation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative
de la fonction f'en —co si lim f(x) = L.
X—>—00




Remarque :
Lorsque x tend vers +oo, la courbe de la fonction "se rapproche" de son asymptote.

La distance MN tend vers 0.

2) Limite infinie a l'infini

Intuitivement :
On dit que la fonction f admet pour limite +c0 en +oo si f(x) est aussi grand que 'on
veut pourvu que x soit suffisamment grand.

Exemple :
La fonction définie par f(x) = x? a pour limite +co lorsque x tend vers +oo.

En effet, les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que I'on souhaite dés
que x est suffisamment grand.

Si on prend un réel a quelconque, l'intervalle ]a ; +oo[ contient toutes les valeurs de
la fonction dés que x est suffisamment grand.

N

|
|
|
|
|
|

d

x suffisamment grand

|
|
|
|
|
|

T T T T 7

Définitions : - On dit que la fonction f admet pour limite +c en +oo si tout intervalle
la; 4+, a réel, contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment
grand et on note : hrfl f(x) =40

X—>+00

- On dit que la fonction f admet pour limite —co en +oo si tout intervalle |—oo ; bl, b
réel, contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment grand et on
note : lirp f(x) =—o0

X—>+00

Remarques :
- Une fonction qui tend vers +oo lorsque x tend vers +oo n'est pas nécessairement
croissante.




- Il existe des fonctions qui ne possedent pas de limite infinie. C'est le cas des

fonctions sinusoidales.
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3) Limites des fonctions usuelles

Propriétés :

- lim x% = 400, lim x% = 4o
X—>+0o0 X—>—00

- lim x3 = 400, lim x3 = —o0
X—>+00 X—>—00

- lim x™ = 400, lim x™ = +oo (pour n pair)
X—+0co X—>—00

- lim x™ = 400, lim x™ = —oco (pour n impair)
X—>+00 X—>—00

- lim vVx = 4o
X—+00

X—+00

X—+ 00

lim l=O, lim 1=0

X—>—00

X—>—00

lim e* = 400, lim e* =

[l. Limite d'une fonction en un réel 4

Intuitivement :

On dit que la fonction f admet pour limite 400 en A si f(x) est aussi grand que 'on

veut pourvu que x soit suffisamment proche de A.




Exemple :
La fonction représentée ci-dessous a pour limite +oo lorsque x tend vers A.

En effet, les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que I'on souhaite dés
que x est suffisamment proche de A.

Si on prend un réel a quelconque, l'intervalle Ja ; +oo[ contient toutes les valeurs de
la fonction dés que x est suffisamment proche de A.

X suffisamment proche de A

Définitions : - On dit que la fonction f admet pour limite +e en A si tout intervalle
la; +oo[, aréel, contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment
proche de A et on note : lirr}lf(x) = +o00.

x—

- On dit que la fonction f admet pour limite —~ en A si tout intervalle |—o ; b[, b réel,
contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de A et on
note : linr}1 f(x) = —oo.

X—

Définition : La droite d'équation x = A est asymptote verticale a la courbe
représentative de la fonction f, si: lirr}1 f(x) =+ ou 1irr[11 f(x) = —oo.
X X

Remarque :
Certaines fonctions admettent des limites différentes en un réel 4 selon x > A ou

x < A.
Considérons la fonction inverse définie sur R*

1
par f(x) = 7 )
- Six <0 : Lorsque x tend vers 0, f(x) tend
vers —oo et on note :

lim f(x) = —oou lim f(x) = —oo. 1

x=0 x—0~

x<0

- Six > 0: Lorsque x tend vers 0, f(x) tend T R e R

vers +oo et on note :
}61_1)1(1) f(x) =+ 0u xll,%l+f(x) = +o00.
x>0

On parle de limite a gauche de 0 et de limite a droite de 0.



[1l. Opérations sur les limites

a peut désigner +oco, —co ou un nombre réel.

1) Limite d'une somme

lim f(x) = L L L +00 — +00
chi_r)g g(x) = L' 40 —00 +00 —00 —00
chi_r)r(}[f(x) +g(x)=| L+L' +00 —0o0 +00 —00 F.l.*

* Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.

2) Limite d'un produit

oo désigne 400 ou —o

chi_r)rﬁlzf(x) = L L o 0

chilgg(x) = L' o0 o0 oo

lim fGg(x) =] LL' | oo x| ©x | Fl
\ \

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +00 ou —co.

Exemple : lim (x —5)(3 +x2)?

x——00
lim (x —5) = —o et lim (3 +x2) =+
X——00 xX——00

D'aprés la régle sur la limite d'un produit : lim (x — 5)(3 + x2) = —o0
X——00

3) Limite d'un quotient

oo désigne +oo ou —o

chi_{gf(x) =| L |L+0| L 0 0
chi_r)rﬂlzg(x) =1L'+<0 O 00 L 00
im0 Ll | o | o | FL|FL
M~ | T | 3

\

\
On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +00 ou —co.




Exemple : lim 122X 2
x—3 x—3

lim1l—2x=-5

x—-3

lim x —3 =0 et hm x—3=0"
x—-3"

D'apres la regle sur la limite d'un quotient : hm % = 400 et 111? 1x—_23x
X—

Remarque :
Comme pour les suites, on rappelle que les quatre formes indéterminées sont, par

abus d'écriture :
0 n

o0 — ll "O X 0 et n

Méthode : Lever une forme indéterminée sur les fonctions polynémes et rationnelles

_ 2
Calculer : 1) lim —3x +2x2 — 6x + 1 2) xgglm% 3) Jim e

1)+ lim —3x3 = —w et lim 2x% = 4
xX—+00 X—+00

On reconnait une forme indéterminée du type "oo — oo".

* Levons l'indétermination (méthode de la factorisation par le monéme de plus haut
degré) :

2 6 1
—3x3+2x2—-6x+1=x3 ( 3+__F+ )

*Or: lim 2_ lim %— lim % 0.

x—>+0 X  x->+0 X x—+00 X
Donc, par limite d’'une somme :

2 6 1
lim -3 + ——= + —=-3
X—+00 X

De plus, lim x3 = +oo, donc, par I|m|te d’un prodwt

x—) oo
2 6 1
lim x3 (—3+———+—) = —oo
X—+00 X x2 X3
Soit: lim —3x3+2x?2—-6x+1=—

xX—>+ 00

2) « En appliquant la méthode de la question 1) pour le numérateur et le
dénominateur de la fonction rationnelle, cela nous conduit a une forme indéterminée

du type "
* Levons l'indétermination :



2x*—5x+1 x? 2—+5 2-7+5

2 2
6x2—5  x2 X sx - = sx
X oe-5 6-=
5 1 5 ) ¥
*Or: xl_l}I_ElOO; =xl_1)2100p =xl—1>I-|I-looF = 0.
Donc, par limite d’'une somme :
_ 5 1 _ 5
lim 2—-—+—=2 et lim 6 —— =6
X—>+0oo X X X—>+00 X
Donc, par limite d’un quotient :
5 1
2--+5 2 1
] x x2______
xlgg 6—”% 6 3
X
Lo 2x2—5x+1 1
o lim —————=—.
Soit xlgg 6x%2—5 3

3) ¢ Il s'agit d'une forme indéterminée du type %

* Levons l'indétermination :

2 2
3x2+2 x* 3+57  3+5
TS X Tr = XX
x x g1 41

X X

e Or: lim %= lim %=

X—>—00 X—>—00 X

Donc, par limite d’'une somme :

2 1
lim 3+—2=3 et lim 4 ——=4
X

X——00 X——00 X

Donc, par limite d’un quotient :

De plus, lim x = —oo, donc, par limite d’'un produit :

X—>—00
3+=
lim x X x1 = —00
X—>—00 JE—
2 ! *
oo 3X4+2
SOIt ’ xl—1>I—noo 4x—1 -

Méthode : Lever une forme indéterminée sur les fonctions avec des radicaux

Calculer: 1) lim vx+1—+/x Z)Lin%\/x_l_z

x—+00 x—5



1) lim Vx +1 =+ et lim vx = 400

X—+00 X—+00

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — 0",

* Levons l'indétermination a I'aide de I'expression conjuguée :

o (EEI-VR(E i)
xH1-VE= rF1+Vx
(D - ()

Vx+1+x
x+1—x

W@H}
TVt ltx

« Par limite d’'une somme : lim Vx + 1+ V/x = + .

xX—+00

Et donc, par limite d’'un quotient : lim

1
st JXFLAVE
Soit lim Vx +1—+x = 0.

xX—+00

On peut vérifier la pertinence du résultat en tragant la courbe représentative de la

fonction f définie par f(x) = Vx + 1 — Vx. 1500y

0.1

-28.62

2)+limVx—1-2=v5-1-2=0etlimx—-5=5-5=0
x— X

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "5"

* Levons l'indétermination a I'aide de I'expression conjuguée :
Vi—i-2 (Vx=1-2)(Vx—1+2)
x=5 = (x-5)(x—1+2)

x—1—4

=(x—5)(Vx— 1+2)
x—5

=(x—5)(\/x—1+2)
1

Vvx—14+2
-Orlin%\/x—1+2=\/5—1+2=4
b



L , 1 1 1
Donc, par limite d’'un quotient, on a: Llﬂ itz &
[r—1— 1
Soit : lim % 1 2=—.
x—5 x—5 4
En tragant a l'aide de la calculatrice la fonction f définie par f(x) = xx—_15—2 il est

possible de vérifier la pertinence de la solution trouvée en plagant le point de
coordonnées (5 ; 0,25).

Attention cependant, la calculatrice ne fait pas nécessairement apparaitre que la
fonction f n'est pas définie en 5.

0.61 7y

-0.51

Méthode : Déterminer une asymptote

-2
Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(x) = T

Démontrer que la courbe représentative de la fonction f admet des asymptotes dont
on précisera les équations.

- lim 1 —x = —oo donc par limite d’un quotient, on a: lim 1_—2 = 0.
X—+0o0 x—+o00 1—X

On prouve de méme que : lim 1%2x = 0.
X—>—00

On en déduit que la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe
représentative de f en +c et en —co.
-liml1—x=0%etlim1—x=0"
x—1~ x—-1% 5 5
D'apres la regle sur la limite d'un quotient : )}erll_rx = —oo et thﬁl_—x = 400

On en déduit que la droite d'équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe
représentative de f a gauche de 1 et a droite de 1.

En tracant, a l'aide de la calculatrice, la courbe de la fonction f, il est possible de
vérifier les résultats.
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LIMITES DES FONCTIONS (Chapitre 2/2)

|. Limite d'une fonction composée

Méthode : Déterminer la limite d'une fonction composée

Soit la fonction f définie sur]% ; +oo[ par: f(x) = /2 —%

Calculer la limite de la fonction fen +eo.

Ona: lim 1=O,donc lim 2—%=2

x—+00 X X—+00

Donc, comme limite de fonction composée : lim |2 —% =2

xX—>+ 00

On peut en effet poser X = 2 —% et calculer )l(m%\/)_( =+/2.

Il. Limites et comparaisons

1) Théorémes de comparaisons

Théoreme : Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle Ja ; +ol, a réel, telles
que pour tout x > a, on a f(x) < g(x).

- Si xlirpmf(x) = +o0 alors xl_i)rpoog(x) = +oo (figure 1)
- Si xl_i)rlloog(x) = —oo alors xl_i)rp(ﬁf(x) = —oo (figure 2)
- Si Lir_nmf(x) = +o0 alors xlirflmg(x) = +oo (figure 3)
- Si zl_i)r_noog(x) = —oo alors xl_i)r_rggf(x) = —oo (figure 4)

Par abus de langage, on pourrait dire que la
fonction f'pousse la fonction g vers +co pour
des valeurs de x suffisamment grandes.




Figure 1 Figure 2

C, T
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Figure 3 “ Figure 4

Démonstration dans le cas de la fiqure 1 :
lirp f(x) = +oo donc tout intervalle Jm ; +oo[, m réel, contient toutes les valeurs de
X—>+00

f(x) dés que x est suffisamment grand, soit : f(x) > m.
Or, dés que x est suffisamment grand, on a f(x) < g(x).
Donc dés que x est suffisamment grand, on a: g(x) > m.
Et donc xl_i)rlloo g(x) = +oo.

2) Theoréme d'encadrement

Théoréme des gendarmes : Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle
Ja; +oo[, a réel, telles que pour tout x > a, ona f(x) < g(x) < h(x).
Si lim f(x) =1L et lirgl h(x) = L alors 1ir11 gx) =L.

X—>+o0 X2+

X—+00

Remarque : On obtient un théoréme analogue en —co.

Par abus de langage, on pourrait dire que les fonctions f et h (les gendarmes) se
resserrent autour de la fonction g pour des valeurs de x suffisamment grandes pour
la faire tendre vers la méme limite.

Ce théoréme est également appelé le théoréme du sandwich.




Méthode : Utiliser les théorémes de comparaison et d'encadrement

Calculer: 1) lim x +sinx 2) lim xgosx
x=too x>+ x4+1

1)« lim sinx n'existe pas.
X—+00

Donc sous la forme donnée, la limite cherchée est indéterminée.

Levons l'indétermination :
* Pourtoutx, —1 <sinxdonc:x—1< x4+ sinx.

*Or lim x —1 = +o donc d'apres le théoreme de comparaison :

xX—>+ 00

lim x +sinx = +
X—+ 00

2)+ lim cosx n'existe pas.
X—+00

Donc sous la forme donnée, la limite cherchée est indéterminée.

Levons l'indétermination :
*Pourtoutx, —1<cosx<1ldonc:—x<xcosx<x,carx >0
Et donc :

X X COS X X
—~ < <
x24+17 x2+17 x2+1
X X X COS X x X

< - < < < —
x2 7 x24+17 x241" x2+17 x?

, 1 xcosx 1
Soit: — —<— < -
X x4“+1 X
. 1 . 1
*Or: lim — == lim ==0
X—+o00 X—+00
, . L . XCOSX
D'aprés le théoreme des gendarmes, ona: lim ——— =
x—>+00 x4+1

I1l. Fonction exponentielle

1) Limites aux bornes

Propriétés :
lim e¥ =4oet lim e* =0
xX—+00 X2—0

Démonstration au programme :

- La suite (e™) est une suite géométrique de raison e > 1.

Donc,ona: lim e™ = +oo.
n—-+oo



Si on prend un réel a quelconque (aussi grand que I'on veut), il exsite un rang n, a
partir duquel tous les termes de la suite dépassent a, soit : e™ > a.

La fonction exponentielle étant strictement croissante, on a également, pour tout
x>n,:e*>emt,

Donc, pour tout x > n,,ona:e* >e™ > q.

Ainsi, tout intervalle ]a ; +oo[ contient toutes les valeurs de e*, dés que x est
suffisamment grand.

Soit: lim e* = +4oo0.

X—+00
: x . 1 . 1 _
- lim e* = lim — = lim —, enposantX = —x
X——00 x——00 €% X—+o00 eX
. . 1 . , .
Or, lim e* = 4o00,donc: lim — = 0, comme limite d’'un quotient.
X—>+o0o X->4x €
Soit: lim e* = 0.
X—>—00

Méthode : Déterminer la limite d'une fonction contenant des exponentiels

Calculer les limites suivantes :

1
a) lim x +e™3* b) lim e'"x
X—+ 00 X—>—00
a) lim —3x = —ow
X—+ 00
- Donc, comme limite de fonction composée : lirp e =0
xX—+00
En effet, Xlim eX =0, en posant X = —3x
-0Or, lim x = 4+
x>+
Dou : liT x + e 3% = +00 comme limite d’'une somme.
xX—+00
.1 . 1
b) lim ==0,donc: lim 1——-=1
xX——co X——00 X

1
Donc, comme limite de fonction composée : lim e' = =e! =e.

X—>—00

2) Croissance comparée des fonctions exponentielles et puissances

Propriétés (croissances comparées) :

eX . eX
a) lim - =t et pour tout entier n, lim = T

X—+00 X—+o00
b) lim xe* = 0 et pour tout entier n, lim x"e* =0
X——00 X—>—0

Démonstration au programme du a :

x2
-On pose f(x) = e* — PY
Ona:f'(x)=e*—x
On calcule la dérivée de la dérivée f':




(') = e* ~ 1.
Et on note f"(x) = (f'(x))' = e* — 1 (Voir chapitre « Convexité »)
Pour tout x strictement positif, f"'(x) =e* —1 > 0.

On dresse alors le tableau de variations :

X 0 +oo
")

+

f’(x) 1 /
+

/

Signe de f'(x)
) 1

2
X
On en déduit que pour tout x strictement positif, f(x) > 0 et donc e* > PE

X

, e X
Soit encore : — > —.
x 2 .
e
Comme lim 7 = +o00, on en déduit par comparaison de limites que lim - = too.
X—+00 X—+00

- Dans le cas général, on a:

il n x n x n
e* (e") en 1 en
_— = | — =| —X -
xn xn X n =
¥ n
2 X
. n . e
Or: lim 4 = 4o caronavuque lim = = 4oo.
X—>+00 P X—>+o00
E
Donc: lim = X% = +oo, car n est positif.
X—>+oon n

xX—+00

Ix
Et donc lim ( %) = +00, comme produit de n limites infinies.

Soit: lim x— = 400

X—+o00

Remarque : Dans le cas de limites infinies, la fonction exponentielle impose sa limite
devant les fonctions puissances. Sa croissance est plus rapide.

Exemple : Comparaison de la
fonction exponentielle et de la
fonction x — x* dans différentes
fenétres graphiques.

On constate que pour x suffisamment
grand, la fonction exponentielle
dépasse la fonction x — x* (voir
graphique suivant).
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Méthode : Calculer une limite par croissance comparée

I . . e*+x
Calculer la limite suivante : lim ——
x—+00 eX—x

Le dénominateur, par exemple, comprend une forme indéterminée de type "oo — oo".
Levons l'indétermination :

e +x e* 1+ eix 1+ 8_9;
ex_x2=e_x><1 x2=1 %2
Cex ex
. . .ex . eX
Or, par croissance comparée : lim — = lim — = +o.
x—+00 X x—+00 X
L x . x? . .
Donc: lim = = lim o= 0, comme inverse de limites.
X—+0o X—+00
X
. X 1 . e*+x
Donc, lim & =-=1 etdonc lim ——==1.
X—+00 1_x_ 1 xX—+o et —X

eX



