OPRIMITIVES ET
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

[. Primitive d'une fonction continue

1) Définition d’'une équation différentielle

Définition : Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une
fonction.

Exemples :
a) L’équation f'(x) = 5 peut se noter y’ = 5 en considérant que y est une fonction

inconnue qui dépend de x.
Dans ce cas, une solution de cette équation est y = 5x. En effet, (5x)’ = 5.

b) Une solution de I'équation y’' = 2x est y = x2.

Pour une équation différentielle, la solution n’est habituellement pas unique.
Par exemple, y = x? + 1 est une autre solution de I'équation différentielle.
En effet, (x? +1)' = 2x.

2) Equation différentielle du type vy’ = f

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R. On dit que la fonction g
est une solution de I'équation différentielle y’ = f sur | si et seulement si, g est
dérivable sur | et, pour toutréel x del,ona: g'(x) = f(x).

Méthode : Vérifier qu’une fonction est solution d’'une équation différentielle

Prouver que la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = 3x? + In x est solution de

1
I'équation différentielle y' = 6x + "

Pour tout x de sur]0; +o[,ona:

1 1
g(x)=3%x2x+ —=6x+-—
X x

1
Donc, g est bien solution de I'équation y’ = 6x + 5




3) Primitive d’'une fonction

Exemple :
On considére les fonctions suivantes :
ffR->R et F:R-R

x+— 2x+3 x—x?+3x—-1

On constate que F'(x) = 2x + 3 = f(x).
F est donc solution de I'équation différentielle y' = f.
On dit dans ce cas que F est une primitive de f'sur R.

Définition : f'est une fonction continue sur un intervalle I.
On appelle primitive de f'sur |, une fonction F dérivable sur | telle que F' =

f.

Remarque :

Dans ces conditions, on a I'équivalence :

« F a pour dérivée f» et « f a pour primitive F ».

Exemple :

x2
F(X) = ?

4) Primitives des fonctions usuelles

est une primitive de f(x) = x car F'(x) = f(x) pour tout réel x.

Fonction Une primitive Intervalle
f(x) =a, aeR F(x) = ax R
flx) =x" 1 R pourn > 0
n€Z\{-1} F(x)_n+1x ]—0;0[ou]0; +oof pourn < —1
1 1
fO) =73 Flx) =—-% ]—c0;0[ 0u ]0; +oof
f(x)=i F(x) =Inx ]0; 4o
f&)=§% F(x) = 2vx 10; +oo[
flx) =e” F(x) =¢” R
f(x) =cosx F(x) =sinx R
f(x) =sinx F(x) = —cosx R

5) Linéarité des primitives

Propriété : f'et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I.
Si F est une primitive de f'et G est une primitive de g sur | alors :
- '+ G est une primitive de '+ g,

- kF est une primitive de kf avec k réel.

Démonstrations :

-(F+G) =F +G' =f+g

- (kF)' = kF' = kf




6) Opérations et fonctions composées

u est une fonction dérivable sur un intervalle .

Fonction Une primitive Conditions

it ! untt Sin<0,u(x)#0

nez\{-1} n+1 ’
ul
2\u ulx)>0

N Vu (x)

u'e® et
u' cosu sinu
u' sinu —Ccosu

Méthode : Recherche de primitives

Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de la fonction f'sur l'intervalle I.

a)f(x)=x3—-2xsurl =R b)f(x)=3x2—%sur1=]0;+oo[

c) f(x) =(2x—=5)(x?—5x+4)’surI =R d) f(x) =ﬁsurl =R

e) f(x) = x%e* surl =R f) f(x) = cos(5x) —3sin(3x — 1) surl =R

a)F(x) = %x“ — x?

3 _ 1 3
— 2 - 2 3 _ .3 -2 _ .3
b) f(x) = 3x —x3—3x —3x “donc F(x) = x —3><_—2x2—x +ﬁ

c) f(x) = (2x — 5)(x? — 5x + 4)? du type u'u™
avecu(x) =x?—-5x+4->u'(x)=2x—-5
Une primitive de u'u™ est de la forme ﬁu”“

Soit : F(x) = %(xz — 5x 4 4)?

!

X 1 u
d) f(x) = N i) du type N avecu(x) =x?+1->u'(x) = 2x
U imitive d u_' t de la f 2\u
ne primitive de N est de la forme 2vu

Soit: F(x) = 5 x 2VaZ T 1=VxZ 1



e) f(x) = x2e*’ = %szex3 du type u'e* avec u(x) = x3 - u'(x) = 3x?
Une primitive de u'e" est de la forme e*.
Soit: F(x) = %exg

f) f(x) = cos(5x) —3sin(3x — 1) = % X 5cos(5x) — 3sin(3x — 1)
Donc F(x) = %sin(Sx) + cos(3x — 1)

Propriété : Deux primitives d’'une méme fonction continue sur un intervalle différent d’'une
constante.

Démonstration au programme :

Soit F et G deux primitives de la fonction f sur .

Alors : F'(x) = f(x) et G'(x) = f(x).

Donc: F'(x) = G'(x), soit F'(x) - G’'(x) = 0, soitencore (F- G)'(x) = 0.

La fonction F - G possede une dérivée nulle sur |, elle est donc constante sur I.
On nomme C cette constante. Ainsi : F(x) - G(x) = C pour tout x de .

On en déduit que les deux primitives de f différent d’'une constante.

Propriété : f'est une fonction continue sur un intervalle I.
Si F est une primitive de f'sur | alors pour tout réel C, la fonction x +— F(x) + C est
une primitive de f'sur I.

Démonstration :

F est une primitive de f.

Onpose G(x) =F(x)+ C.
G'x)=F'(x)+ 0=F'(x) = f(x).
Donc G est une primitive de f.

Exemple :

x2
F(x) = 7

2
Donc, toute fonction de la forme G.(x) = % + C, avec C € R, est une primitive de f.

est une primitive de f(x) = x.

Propriété : Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet
intervalle.

- Démontrée dans le chapitre Intégration -

Remarque : Bien que I'existence étant assurée, la forme explicite d'une primitive

n'est pas toujours connue. Par exemple, la fonction x — e~ ne posséde pas de
primitive sous forme explicite.




Méthode : Recherche d’une primitive particuliere

e?*(2x—1
Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = %
2x

e
1) Démontrer que la fonction F définie sur R* par F(x) = ~ est une primitive de f.
2) Déterminer la primitive de la fonction f qui s’annule en x = 1.

1) La fonction F est une primitive de f, si F’ = f.
2e%Xx—e?*  e2X(2x-1)

F)=——f— = = f().

x2

2) Toutes les primitives de f sont de la forme : G(x) = F(x) + C ou C est un nombre
réel.

On cherche la primitive de la fonction f qui s’annule en x = 1, soit: G(1) =0
Donc:F(1)+C=0

2x1

Soit : +C=0

C =—e?

La primitive de la fonction f qui s’annule en x = 1 est G telle que :
2x

G(x)=F(x)—eZ=eT—e2



